Uktad dynamiczny

Uktadem dynamicznym jest dowolny uktad fizyczny
rozpatrywany z punktu widzenia jego zachowania

si¢ W czasie.

Podstawy automatyki
WYKLAD: Uktady dynamiczne opisywane sg rdéwnaniami
ANALIZA U%/‘\*}?;)RXT?&%XICZNYCH' roézniczkowymi Qpisujqcymi przebiegajace w nich
procesy (rownania dynamiki, ruchu).
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Analiza uktadow dynamicznych polega na okresleniu

wplywu

sygnatow wejSciowych na przebieg

odpowiednich sygnatow wyjsciowych.

Rzeczywiste uktady fizyczne

czesto Y] opisywane
rOwnaniami nieliniowymi,
dlatego przystepujac do
analizy takich ukladow
nalezy przeprowadzi¢

linearyzacje.
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Uktad dynamiczny

Ogolna posta¢ zlinearyzowanego rownania ruchu dla
uktadu ciagtego:

aoy(t)+a1y’(t)+...+an_ly("_lj(t)+any(")(t)=
=b,x(t)+b, X (t)+..+4b, _, x(m_l)(t)+bmx(m)(t)

lub:

Powyzsze rownanie opisuje uktad o parametrach
statych (stacjonarny) 1 skupionych.

Analiza uktadow dynamicznych

Analiza uktadow dynamicznych moze by¢ prowadzona
dwoma metodami:

1. Czasowa - w oparciu o rozniczkowe rownania  ruchu

rozwigzywane zgodnie z teorig rownan rozniczkowych.

Rozwigzanie okresla zachowanie analizowanego uktadu w

czasie (wlasciwosci dynamiczne)

Analiza uktadow dynamicznych

Analiza uktadow dynamicznych moze by¢ prowadzona
dwoma metodami:

2. Czestotliwosciowa - w oparciu o rOwnania
transmitancji operatorowej lub widmowej uktadow.

Daje bardziej ogdlne informacje o uktadzie niezalezne od
rodzaju wymuszenia. Analiza wielu potaczonych uktadow
jest tatwiejsza. Proces projektowania uktadow moze by¢

uproszczony

Analiza uktadow dynamicznych
transformacja Laplace’a

Def.: Przeksztatcenie Laplace’a przyporzadkowuje funkcji
f(®) zmiennej rzeczywistej ¢, funkcj¢ F(s) zmiennej

zespolonej s wg wzoru zwanego caltkg Laplace’a.

Fls :iff tle " dt

f(®) - oryginal funkcji,

F(s) - transformata funkcji,

s — zmienna zespolona.




Analiza uktadow dynamicznych

transformacja Laplace’a

W uktadach automatyki zmienng rzeczywistg jest czas,

wigc stosuje si¢ tzw. jednostronne przeksztatcenie

Laplace’a.
+00

F(s):f fltle dt

przyjmujac, ze dla <0 , f(t) =0

Analiza uktadow dynamicznych
transformacja Laplace’a

Transformacj¢ Laplace’a przyporzadkowujaca oryginatowi
f(t) transformate F(s) zapisuje si¢ symbolem o

F(s)=alflc]]
Aby mozliwe byto wyznaczenie transformaty danej funkcji,
to funkcja ta w analizowanym przedziale powinna:

1. Osiggac skonczone wartosci,

2. Mie¢ pochodng w kazdym punkcie przedziatu.

Przyktad 1: Wyznaczy¢ transformate Laplace’a funkcji  f(t)=e* .

Tabela 2. Wybrane transformaty Laplace’s
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Wybrane wlasnosci przeksztatcenia Laplace’a

1. Twierdzenie o lintowo$ci:

L aft)+a,f,0] = a LfD]+ o L1, ()] =

=aks) + aFs)

2. Twierdzenie transformacji pochodnych:
a[f<”>(t)]=s”a[f(t)]—s”_lf(O+)—s”_2f'(0+)—...
—s "2 0+] =" (0+]

f(0+), f ‘(0+)... - prawostronne granice funkcji f 1 jej pochodnych
dla =0 , tzw. warunki brzegowe.




Wybrane wtasnosci przeksztatcenia Laplace’a

3. Twierdzenie transformacji cafki:
cf“f(r)dr } - %J[f(r)k %F(x)

4. Twierdzenia o przesunieciu w dziedzinie rzeczywiste;j:
dla dowolnego a>0

alf(t—a)l=e " a|f(t]]=e"**F(s)
alfle+al]=e" F[s]—jm)e-“dr

Przyktad 2: Zapisa¢ réwnanie rozniczkowe w postaci
operatorowej: Ty’(t) + y(t) = kx(t)

Odwrotne przeksztalcenie Laplace’a

Znajac postac¢ transformaty F(s) mozna obliczy¢ oryginat,
t]. funkcje zmiennej rzeczywistej f().

1c+joo )
= F d
=55 1 Pl

Przeksztatcenie to oznacza si¢ symbolicznie:

Analityczne uzyskiwanie oryginatu funkc;ji

1. Wielomianowa posta¢ transformaty:

I -1
L(s) _aq;s+a; s +...+a;s+a,

= m>1
-1
M(s) s™+b__.s" '+...+b s+b,

F[s]z

2. Rozktad wielomiany na utamki proste:

_Lls) _ L(s _ A + A, + 4 An
F[S]_M(S)_(s—sl)(s—sz)...(s—sm)_S—S1 s—s, = s—s,

gdzie:

A=

Analityczne uzyskiwanie oryginatu funkc;ji

2a. Rozktad wielomiany na utamki proste
(gdy mianownik M(s) ma wielokrotne miejsca zerowe):

A A A B B
F[S]IL(S) — 1 + 2 + .+ n—1 + 1 + 2 2+“.
M(s] s—s; s—s, S=S,1 S=S, (s—s,]
Bp An+1 Am
+...+

(.S_Sn)p S=S, 11 s—S.
gdzie:
B_L(s)(s—sn)p — Lis)s=s,]" | 5 1d* L(s)(s-s,)’
p— M(S) s=s,? p*l_ds M(S) |s:sn p*Z_ZdSZ M(S) |5:5

_Ld [Lslsms )
PTGt M) [P

Przyktad 3: Wyznaczy¢ oryginat transformaty: F (5) :m




Rachunek operatorowy

Transmitancja operatorowa

Rozpatrujac uktad dynamiczny opisany réwnaniem
lintowym:

- Przeksrtatcenia Rachunek
Opliskukkac}lgu Eoprzez Laplace’a operatorowy ' ( 1) (n)
wielkoscl bedace n— n —
finkecjami czasu —> ¢ i —®\,| Badanie aOy(t)-'-aly (t)+"'+an—1y (t)+any (t)_
whasnoscl _ ! -1
Obiekt L:tos obiektu =byx(t)+b, x (t|+...+b | X )(z‘)+bmx m)(t)
fizyezny dynamicznego
s—t
Réwnania — L — Yrazenia z
A M ; i , e, e . .
RoRpiokems = ;“Qlf;‘fgl w ktorym S}'lgl?ai wejsciowy x(7) powodgje powstanie
- zespolonei sygnatu wyjsciowego y(¢#) wprowadza si¢ pojecie
transmitancji operatorowe;.
Transmitancja operatorowa Transmitancja operatorowa
Def.: Liniowe rownanie ruchu:

Transmitancja operatorowg obiektu dynamicznego o
sterowaniu x(z) i odpowiedzi y(¢#) nazywa si¢ iloraz
transformat Laplace’a odpowiedzi Y(s) 1 sterowania X(s),
przy zerowych warunkach poczatkowych

aoy(t)+a1y'(t)+...+an_ly("_l)(t)+any(")(t)=

=b,x(t)+b, x (t)+...+b x(m_”(t)+bmx(m)(t)

Transformacja Laplace’a obu stron roGwnania ruchu:
a,Y(s)+a,sY(s)+...+a,_,s" 'Y (s)+a,s"Y(s)=

=b,X(s)+b,;sX(s)+...+b__ s" ' X(s)+b, s"X(s)

Wylaczenie transformat przed nawias:

a0+als+...+an_1s”*1+ans”)Y(s):(b0+bls+...+bm_1sm*1+bmsm)X(s)




Transmitancja operatorowa

Stad: m

ol Is] oottty 5] 50
> _X(s)_ (a0+als+...+an_1s"_1+a,,5") _Zn:a g

X(s)=a[x[t]

Y(s):(x[y(t)]

X(s)

Przyktad 5: Wyznaczy¢ transmitancj¢ uktadu z przyktadu 2.

Transmitancja operatorowa
Stad: m _
Y (s) (b0+bls+...+bm_1s’"‘1+bms’") g‘)b"s

Gls)= = =
(S) —1+ansn) ia X
i=0 l

X(S) (a0+als+. .ta ;s
Transmitancja operatorowa w powyzszej postaci jest funkcja

n

wymierng zmiennej s.

Posta¢ ilorazu dwoch wielomianow, przy czym m<=n dla
uktadow fizycznie realizowalnych.

Transmitancja operatorowa jest wielkos$cig stalg, nie zalezy
od postaci sygnatu wejsciowego 1 odzwierciedla naturg
fizyczng uktadu.

Transmitancja operatorowa - wtasciwosci

Dysponujac rOwnaniem transmitancji uktadu mozna
wyznaczy¢ transformate wyjscia Y(s) wg zaleznosci:

Y(s) = G(s) " X(s)

stad mozna wyznaczy¢ przebieg czasowy odpowiedzi
droga odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a:

y() = a’ [G(s) - X(5)]

Transmitancja operatorowa - wlasciwosci

Dysponujac rownaniem transmitancji uktadu oraz znajac
posta¢ transformaty sygnatu wyjsciowego mozna
wyznaczy¢ transformate wejscia X(s) wg zaleznosci:
X(s) =Y(s) / G(s)

stad mozna wyznaczy¢ przebieg czasowy sterowania
droga odwrotnego przeksztalcenia Laplace’a:

x(t) =o' [Y(s) / G(s)]




Transmitancja widmowa

Wyznaczanie charakterystyk czestotliwosciowych jest jedng
z podstawowych metod okreslania wtasciwosci uktadow
dynamicznych.

Charakterystyka czgstotliwosciowa opisuje odpowiedz
uktadu na wymuszenie harmoniczne (sinusoidalne) o
czestotliwosci zmieniajacej si¢ w okreslonym zakresie.

Transmitancja widmowa

Sygnat harmoniczny jest szczegolnie przydatny jako sygnat
testowy z kilku powodow:

* kazdy sygnat (skonczony lub okresowy) moze by¢
wyrazony jako suma sygnatow sinusoidalnych o roznych
czestotliwosciach (rozktad na szereg Fouriera),

* odpowiedz stacjonarnego stabilnego uktadu liniowego na
wymuszenie sinusoidalne jest sinusoidg o tej same;j
czestotliwosci,

* przebieg sinusoidalny jest fatwy do wygenerowania,

* sygnaly robocze w wielu uktadach sg (przynajmniej w
pewnym zakresie) harmoniczne.

Transmitancja widmowa

Z przedstawionych wlasciwosci wymuszenia harmonicznego
oraz zasady superpozycji wynika, ze

na podstawie charakterystyki czestotliwosciowej mozna
wnioskowac o postaci odpowiedzi liniowego stacjonarnego
uktadu na dowolng posta¢ wymuszenia.

(dla przyktadu, jakos¢ sygnatu wyjsciowego wzmacniacza audio ocenia si¢ na
podstawie jego charakterystyki czestotliwosciowej, chociaz sygnaty dzwickowe
nie sg sinusoidalne).




Transmitancja widmowa

Jezeli na wejscie liniowego uktadu dynamicznego podamy
sygnal harmoniczny:

x(t)= X (cosat + jsinot)=X '™
. . 27 . .
gdzie: X, amplituda, @ = T pulsacja sygnatu, T - okres drgan

to na wyj$ciu uktadu otrzymamy réwniez sygnat harmoniczny:

1(t)=7Y, [cos(ewt + @)+ jsin(wt + ¢) | =7, e/ +9)

o tej samej czestotliwosci kotowej (pulsaciji) w, ale w ogdlnosci
o innej amplitudzie Ya 1 przesuni¢ciu w fazie o kat ¢.

Transmitancja widmowa

Sygnal wyjsciowy jest o tej samej czestotliwosci kotowe;j
(pulsacji), ale w ogdlnosci o innej amplitudzie 1 fazie.

Przy czym zmiana amplitudy 1 fazy sygnatu po przejsciu
przez uktad jest r6zna dla roznych wartosci w.

x(t)

Transmitancja widmowa

Podstawiajgc  zalezno$ci na harmoniczne sygnaty
wejsciowy 1 wyjsciowy do podstawowego rownania
dynamiki elementu lub uktadu:

ayy(t)+ay 1) +..+a, Y 0)+ 0,y ()=
= byx(t)+bx (1)+... +bm_1x(m_l)(t)+ b, y" ()

otrzymujemy:

aoYaej(“’”m +..+a,_, (ja))(”’l) };ej(“’t+¢) +a,(jo)" )’aej(“’t+¢) =

=b X & +..4b _(jo)" VX e +b (jo)" X e

Transmitancja widmowa

uzyskuje si¢ rownanie na TRANSMITANCJE WIDMOWA :

_ o
G(jo)== oo _ buG®)" +b, (@)™ V4. +b,

= A(w)e
@) a (jo) +a_ (jo)"+. +a,

Y
dzie: A(w) =—=
gdz (@) %

a

Transmitancja widmowa jest rOwna stosunkowi wartosci
zespolonej odpowiedzi uktadu, wywotanej wymuszeniem
harmonicznym, do wartosci zespolonej tego wymuszenia, w
stanie ustalonym.




Transmitancja widmowa

Jezeli na wejscie liniowego czlonu lub uktadu zostanie
wprowadzony sygnal harmoniczny, to w stanie ustalonym na
wyjsciu powstanie sygnal rOwniez harmoniczny o tej same;j
czestotliwosci co sygnal wejsciowy lecz o innej amplitudzie i
fazie.

Przesunigcie fazowe @ w) oraz amplituda sygnatlu
wyjsciowego Ya(w) sga funkcjami zmian czestotliwosci
sygnatu wejsciowego.

Mozna wigc stwierdzi¢, ze transmitancja widmowa opisuje
sposob w jaki dany element lub uktad odtwarza okresowo
zmieniajacy sie sygnal wejsciowy.

Transmitancja widmowa

Porownujac zaleznosci na TRANSMITANCIJE WIDMOWA :
Y b (jw)" +b  (jo)"V+..+b,
X a,(jo) +a,_ (o) " +..+a,
1 TRANSMITANCJE OPERATOROWA: i

m— m biSi
G(s)= Y(s) (bo +bs+...+b, " +b s )_ Py

G(jw) === A@)e" ™ =

X (s) (ao+als+...+anfls"71+an5")_ g
ZO i

Wida¢ analogiczng posta¢ obu wyrazen, ktore roznig si¢
jedynie postacig zmiennej: s - dla transmitancji operatorowej,

j o - dla transmitancji widmowe;.
CO mozna zapisac:

G(jw)=G(s)

s=(jo)

Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa jest liczbg zespolong, ktorg mozna
zapisa¢ w postaci wyktadnicze;j:
G(jw) = Ad(w)e’”™
lub trygonometryczne;:
Y,

G(jo)= %

[cosg(@) + jsing(w)]

Na podstawie powyzszych mozna okresli¢c modut transmitancji
widmowej, ktory jest rowny stosunkowi amplitud Ya 1 Xa:

0 i
IG(jw)|=A(w) = -

a

Zalezno$¢ modutu transmitancji widmowej od pulsacji o jest
amplitudowa charakterystyka czestotliwosciowg A(w)

Transmitancja widmowa

Transmitancja widmowa jest liczbg zespolong, ktérg mozna
zapisa¢ w postaci wyktadniczej:
G(jw)= A(w)e’"”
lub trygonometrycznej:
: Y, ..
G(j) = —=leosg(@)+ jsing(@)]

a

oraz argument transmitancji widmowej rOwny przesunig¢ciu
fazowemu miedzy odpowiedzig 1 wymuszeniem:

arg Gl jo)=¢(w)=¢(w),~¢(w),

Zalezno$¢ argumentu transmitancji widmowej od pulsacji @
jest fazowq charakterystyka czestotliwosciowg o)

jest to przesuniecie fazowe sygnatu wyjsciowego w stosunku
do sygnatlu wejSciowego w funkcji czgstotliwosci @




Transmitancja widmowa

Charakterystyki

czestotliwosciowe: amplitudowa oraz

fazowa przedstawiajg wiec graficznie transmitancje widmowg
elementu lub uktadu.
Charakterystyki te sg stosowane w logarytmicznej skali

pulsacji @ 1

nazywane odpowiednio logarytmiczng

charakterystyka amplitudowa lub fazowa.

EGO -y =

450

Transmitancja widmowa

Jezeli transmitancje widmowa przedstawi si¢ w postaci

trygonometrycznej  (algebraicznej), to  uzyskuje
charakterystyki czgstotliwosciowe: rzeczywistg 1 urojong.

G(jw) = A(a))[cos P(w)+ jsin ¢(a))]=

si¢

= A(w)cosp(w)+ jA(w)sin ¢(w)=P(w)+ jO(w)

Gdzie: P(w): Re[G(j(;))] Q((D): Im[G(jOJ)]

Charakterystyki czgstotliwosciowe  A(w) = \/ P(w)’ + O(w)’

mozna okresli¢ zaleznosciami:

P(w) = arctg ]QJE—Z));

Transmitancja widmowa

Charakterystyka
przedstawiana
(charakterystyka

transmitancji widmowej najczesciej jest
W postaci amplitudowo-fazowe;j
Nyquista) na plaszczyznie zmiennej

zespolonej, przy zmianie czgstotliwosci @ od zera do

nieskonczonosci.

& jIm[G(jw)]

Transmitancja widmowa

Przyktad:
Wyznaczy¢ charakterystyke amplitudowo-fazowa cztonu inercyjnego
k
G(s) =
(5) 1+T5
- k kol
G jm) = — = S R T
I+ jof 1+o71" I+ o7
- Re G
. —hwT -
Plm)= —. Jm)= — e
I+ w7 I+ (= ofy)=-43° =0
A(@)=4f P+ 0’ . = -’I(ma:]:k"'ﬁ
G{jm)
@) : i
() = arclg == —arclg ®f Jki2 2
F o=1/T




Transmitancja widmowa

Charakterystyki logarytmiczne:
Wigksze znaczenie w praktyce majg charakterystyki czestotliwo$ciowe
wyznaczane w skali logarytmicznej, nazywane charakterystykami Bodego.

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa L m(w)
(logarytmiczny modut wzmocnienia) jest okreslona zalezno$cig:

Lm(w) =20log,, 4(®) =20log,, | G(j®)

1 podawana w decybelach [dB] wzmocnienia w funkcji czestotliwosci
przedstawionej w skali logarytmiczne;j.

Logarytmiczna charakterystyka fazowa ¢(w) jest zaleznoscia
przesunigcia fazowego od czestotliwosci przedstawionej w skali
logarytmiczne;j.

Transmitancja widmowa

Przyktad:
Wyznaczy¢ logarytmiczne charakterystyki amplitudowg i fazowa cztonu
inercyjnego:
yJ g [dB] ALm((r))=20 log A(®) .
/\ aproksymacja asymptotyczna
y C 40T
G(s) = e
1+Ts Vlogk = —:
N ‘
A(®) = —. 20 1
,,{1 + (!):T: -20dB/dek
0 i (0]
(@)= —arctg®T 01 I a=UT 10 100N,
A
0° AR 1 o=lT 10 100 o
CzestotliwoSC @ o=1/T — k ; t >
: { ldekada !
nazywna jest =, ;
punktem zatamania TN 45 ek
charakterystyki ;
T

=20logk -10log(1+®’T?)

k
Lm(m) = 20log A(®) =20log——=
v+ o T

Transmitancja widmowa
Cechy charakterystyk logarytmicznych:

logarytmiczna charakterystyka amplitudowa dowolnego uktadu
liniowego w miar¢ oddalania si¢ od punktoéw zalamania ma
przebieg asymptotycznie liniowy.

Umozliwia to aproksymacje charakterystyk rzeczywistych odcinkami
linlowymi ztozonymi z czg$ci asymptot.

A
P )

o

P(®) = —arctg®T

Transmitancja widmowa

Zastosowanie charakterystyki czestotliwosciowej do
1dentyfikacji uktadu:

Identyfikacja uktadu na podstawie charakterystyk
czestotliwosciowych polega na dopasowaniu uzyskanej
charakterystyki czgstotliwosciowej uktadu do charakterystyki
ktoregos z cztonéw podstawowych lub ich potaczenia.

Charakterystyki logarytmiczne sg tu szczego6lnie przydatne, poniewaz
asymptotycznie liniowe przebiegi umozliwiajag wychwycenie cech
charakterystycznych w catym zakresie czgstotliwos$ci 1 okreslenie
postaci transmitancji uktadu.

Na podstawie punktow zatamania charakterystyk asymptotycznych
mozna z kolei tatwo wyznaczy¢ warto$ci parametrow transmitancji.



Zastosowanie charakterystyki czestotliwosciowej do
identyfikacji uktadu:

* Jezeli lewostronna (niskoczestotliwosciowa) cze$¢ charakterystyki
amplitudowej osigga asymptotycznie nachylenie -n*20dB/dek, to w
transmitancji uktadu wystepuje n cztonow catkujacych.

* Zmiana nachylenia charakterystyki asymptotycznej o -20dB/dek w
punkcie @, oznacza wystgpowanie inercyjnej statej czasowej

=1/ @, (zmiana o -40dB/dek wskazuje na obecno$¢ dwoch jednakowych lub
bliskich statych czasowych itd.).

* Jezeli zmianie nachylenia o -40dB/dek towarzyszy pik

rezonansowy, to w mianowniku wystepuje czton oscylacyjny (na
podstawie wysokosci piku mozna oceni¢ wspolczynnik thumienia).




